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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Une équation homogéne
Icia = —5 et A(z) = —bz. Les solutions sont y(z) = Ce*, C € R.

Vérification : ¢’ = 5Ce®® = 5y, doncy’ — 5y = 0.

° Une condition initiale
La solution générale est y(z) = Ce®. La condition y(0) = C' = 4 donne y(z) = 4e 32,

Alors y(1) = 4e3 =~ 0,199.
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° Vrai ou faux ?

a. Vrai: ¢ = 2e%%, doncy’ — 2y = 0.

b. Faux:siy] + y1 = letyh + yo2 = 1, la somme Vérifie (y1 + y2)' + (y1 + y2) = 2.
L’'ensemble des solutions d’'une équation avec second membre non nul n'est pas

stable par somme.

c.Vrai:y =0et2 x 3 =6,donc0+ 6 = 6.

0 Solution constante

Pour y = ¢, ¥’ = 0 donc 4¢ = 12 et ¢ = 3 est une solution particuliére.

L'équation homogene ' + 4y = 0 a pour solutions Ce ™. Donc y(z) = 3 + Ce™,
CeR

o Equation caractéristique

L'équation caractéristique 72 — 57 + 6 = 0 a pour discriminant A =25 —24 =1 > 0 et

pour racines ry = 2,19 = 3.

Les solutions sont y(z) = Ae?® + ue3®, (A, u) € R2

° Oscillateur

L'équation caractéristique 72 + 16 = 0 a pour racines 41 (a = 0, B =4).

Les solutions réelles sont y(z) = Acos4z + psin4zx.



© Le the qui refroidit

a. Solution constante : 0,1¢ = 2, ¢ = 20. Homogéne : Ce %%, Donc
T(t) =20+ Ce %1 T(0) = 20 + C = 90 donne C = 70 et T'(t) = 20 + 70e %1t

b. T(10) = 20 + 70e~! ~ 45,75 °C.

1
c.20 4+ 70e 01 = 30 «—= e 0! = 7 < t=10In7 ~ 19,46 minutes.

Courbe (la température tend vers la température ambiante de 20 °C) :
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o Un coefficient non constant
Homogéne : A(z) = 2, yn = Ce .
: . 1 , ) 1
Solution particuliere : la constante y = 2 convient, cary = 0 et2z - 2 =z.

1
Doncy(z) = 0 +Ce ', CeR

o Variation de la constante

Homogeéne : y, = Ce®. On pose y = C(z)e” : C'(x)e® = e*2, donc C'(z) = €” et
C(z) =e*+ K.

Ainsi y(z) = €2 + Ke®.

Vérification : ¢ — y = 2e?® + Ke® — e?® — Ke® = e**.



Q Sur un intervalle précis

2 2
Ondiviseparz:y — —y = x2. Une primitive de —— est —2Inx, donc yp, = Cz?.
x x

Onposey = C(z)z?: C'(z)z? = 2% donc C'(z) = 1.C(z) = = + K et
y(z) = z% + Kz2.

La condition y(1) =1+ K = 3 donne K = 2: y(z) = =% + 2z2.

0 Probléme de Cauchy d’ordre 2 (1)
r2 —2r —3 = (r—3)(r+ 1) : racines 3 et —1. Donc y = Ae3* + pe=2.
Conditions : A 4+ p = 2 et 3\ — p = —2. En additionnant, 4\ = 0,donc A =0 et u = 2.

Conclusion : y(z) = 2e~.

e Probléme de Cauchy d’ordre 2 (2)
Racine doubler = —3 (A =36 — 36 = 0) : y = (A + ux)e™ .
y(0) =X =1.Puisy'(z) = (u — 3\ — 3uz)e 3%, doncy/(0) =pu—3 =1letuy =4

Conclusion : y(z) = (1 + 4z)e 32,

e Second membre polynomial

Homogéne : 72 — 4 = 0, racines +2, Yp = e + ,u,e_h.

Particuliere : 0 n’est pas racine, on cherche y, = az + 3; yZ = 0 donc —4ax — 48 = 8z,

douta=—28=0ety, =2z

Conclusion : y(z) = Ae** + pe™2* — 2z.



@ Charge d’un condensateur

a. On écrit u' 4+ 5u = 60. Solution constante : 5¢ = 60, ¢ = 12. Donc
u(t) =12+ Ke *etu(0) = 124 K = 0 donne K = —12: u(t) = 12 (1 — e~5).

1 In4

b12(1-e ™) =0 = e =T > t= nT ~ 0,277 s.
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e Second membre trigonométrique d’ordre 1

, . 2 o
Pour y' + 2y = €**, on cherche y. = ye"* : (¢ + 2)y = 1, doncy = TZ Alors

(2 —)(cosx + isinx) L 2sinz — cos
Ye = 5 et sa partie imaginaire est Yy, = 5
o , 2cosz +sinx 4sinx — 2cosx .
Vérification : y,, = E et 2y, = 5 , la somme vautsin z.
2sinx — cosx 1 6

Solutions : y =

5 + Ke2% Condition : 3 +K=1K= 5

2sinz — cosx + 6e~2®
5

Conclusion : y(z) =



e Une équation qui se factorise

Le premier membre est la dérivée de (1 + %) y: ((1 + a:z)y)' = (1 + z2)y' + 2zy.

3+ K
Donc ((1+ wz)y)' = 3z2, dot (14 z2)y =23 + Kety(z) = :1; _:_ 5 (définie sur R car
x
1+ 22> 0).
z3 + 2

a Résonance d’ordre 2

Homogeéne : racine double 2, yp, = (A + /.w:)ezw.

Le second membre €2 correspond & m = 2, racine double : on cherche Yp = cxz?e?®. Alors

Yy, = c(2z + 22%)e* ety) = c(2 + 8z + 4x?)e?*, donc Yy — 4y, + 4yp = 2ce*. On
1
btientc = —.
obtlient c 2

2
Conclusion : y(z) = ()\ + px + %) e?®.

° Résonance avec condition initiale

Homogene : A cos 2z + p sin 2z. Le second membre est résonant (27 racine de r2 4+ 4).On

_ ®cos2x ,  cos2x  xsin2x ,
testeyp——T.yp—— 1 + 5 . Yp = sin 2z + z cos 2z, donc
Y, + 4y, = sin 2z.

2
Solution générale : y = A cos 2x + psin 2z — #. y(0)=A=0;

1 5
y'(0) = 2u — 1 = 1,doncpu = 3

5
Conclusion : y(z) = gsin 2z — %cos 2z.



e Solutions complexes d’ordre 2
A =4—20=-16,racines 1 £+ 2i: y = e®(Acos 2z + psin 2z).
y(0) = A =2y = e®[(A + 2p) cos 2z + (p — 2)) sin2z], donc y'(0) = A+ 2u = 5 et
3
B = 9

Conclusion : y(z) = e® (2 cos 2z + ;sin 2:1:), donck = %

@ Ressort amorti

a. A =16 — 52 = —36, racines —2 + 3i: x = e~ () cos 3t + p sin 3t).
1
z(0)=A=0,1.2'(0) = -2\ +3u =0doncpu = = Ainsi

1
z(t) =e 2 (O,l cos 3t + Esin 3t).

2T
b. La pulsation est 3, donc T' = 3 ~ 2,09s.

2T

c. Le facteur e 2t devient e 2T = e~47/3 0,0152 : lamplitude est divisée par environ

66 a chaque pseudo-période.

Q Unicité du probléme de Cauchy
a.z +taz=(y|+ay1)) — (y5+ay:) =b—b=0.

b. Donc z(z) = Ce™ 4@ Comme 2(z¢) = 0 et e™4@) £ 0, 0na C = 0, donc z = 0 sur

Tety, =y
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