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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Dérivées partielles a calculer

On gele y pour dériver en z : 0, f = 6y + 2. On géle & pour dériveren y:
d,f = 3z — 15y

° Exponentielle et évaluation

0;9 = €Y et Oyg = ze¥. En (2,0): 9,9 =€’ =1etdyg=2x1=2,

° Gradient en dimension 3

Vh = (yz, zz, zy+ 22).En (1,2,3) : (6, 3, 2+ 6) = (6,3, 8).
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o Différentielle et approximation
a. Vf = (2z + 3y, 3z),donc Vf(a) = (—1,3) etdf,(h1, ha) = —hy + 3ha.

b. f(a) =1—-3=—2eth = (0,02; 0,01), donc
£(1,02; —0,99) ~ —2 — 0,02 4+ 0,03 = —1,99. (La valeur exacte est —1,989)

o Vrai ou faux ?

a. Vrai: 0;f(a) = df.(e;).

Ty
b. Faux : f(il:, y) = 332——|—y2

(elle s'annule sur les axes), mais f(t,t) =

, £(0,0) = 0, a ses deux dérivées partielles nulles en (0, 0)

1

5 — 0:elle n'est pas continue en (0, 0).

c. Vrai : c’est le théoréme du cours.

o Dérivée dans une direction

festCl, Vf = (2zy, z2) donc Vf(a) = (4,1). Alors
D,f(a)=4x $+1x £ =32 =32

° Une composée avec une courbe
v'(t) = (e?,2t) et Vf = (y,x). Donc (f o ) (t) = t2et + et - 2t = (t? + 2t)et.

Directement : f(7y(t)) = t2e?, de dérivée 2te? + t2ef. Méme résultat.

o Hessienne a un point
0. f = 2zy®, 0, f = Bxy?. Puis 02 f = 2y°, 0,0, f = 6xy?, 0,0, f = 6xy? 92 f = 622y

Les dérivées croisées sont égales, comme prévu pour une fonction C'2.

En (1,—1): Hy(1,-1) = (_62 _66)



o Coordonnées polaires
Directement : g = 73 cos @sin? 8, donc 8pg = r3(— sin® 6 4 2 cos? fsin 6).

Par la chaine : 8yg = —rsinfy? + rcosf - 2zy = —r3sin® 6 + 2r3 cos? fsin 6. Les deux

expressions coincident.

— _ 7. V2 1, V2 _ V2 _
Enr=20=%:8(-2+2.-4. %) =82 -2V3

@) un minimum Local

Vi=QR2x+y—3, z+2y). Lesysttme 2z +y=3, £ +2y =0donnez =2, y = —1

:un seul point critique.

1 2
4-2+1-6=-3.

2 1
Hf = ( ) 7t — 82 =3 > 0etr =2 > 0, donc minimum local en (2, —1), de valeur

0 Un point selle

Vf=(2x+2, — 8y)sannule uniquementen (—1,0). Hf = diag(2, —8) a des valeurs

propres de signes opposés : point selle.

Directement : f(—1+¢,0) = —1+%2 > —let f(—1,8) = -1 — 452 < —1:

f(—1,0) = —1 n'est ni minimum ni maximum local.

e Fonction harmonique

2(z? +9%) —4z? _ 2(y® — 2?)

2z N A
(22 + 12)2 = @+ 7). Par symétrie des réles,

— 2, _
3,,;u = $2—_|2_y2,2donc 6$U =
2(xs —
Bgu = —( ) :
(172 _|_y2)2

La somme est nulle : u est harmonique.




e Une EDP linéaire
a. Par la chaine, 8,u = 3¢'(3z + 2y) et 9yu = 2¢'(3z + 2y). Donc
2.3¢' —3-2¢' = 0.

(3z + 2y)?

b. u(z,0) = ¢(3z) = x2 donne p(s) = %, doncu(z,y) = 5

@ Optimiser un produit
Lagrange: Vf = (y,2) = A(1,1),doncz = yetz +y = 10donnez = y = 5, f = 25.

Substitution : f(z,10 — z) = 10z — 22 = 25 — (z — 5)2 < 25, avec égalité en z = 5. Le

maximum est 25.

e Un point critique dégénéreé

0. f = 43 — 4(z — y), O0yf = 49 + 4(x — y). En ajoutant : 23 4 ¢ = 0, donc y = —=.
Alors 23 = £ — y = 2z, d'ol = 0 ou & = 4+/2. Points critiques : (0, 0), (v/2, —v/2),
(_\/57 \/i)

1222 — 4 4 20 4
H;= .En (£Vv2, 2): 7t — 82 =384 > 0et
f ( 4 12y2—4> (=2, 7V2) (4 20)

r > 0: minima locaux, valeur4 +4 — 2 -8 = —8.

—4 4 , _ . 4
En (0,0): i a4 de déterminant nul, on ne conclut pas. Mais f(t,t) = 2t* > O et

f(t,—t) = 2t* — 8t2 < 0 pour t # 0 petit : pas d'extremum en (0, 0).



G Extrema liés sur une ellipse
g=x%+ 4y?> — 8, Vg = (2z,8y) # 0 sur lellipse. Le systtme y = 2\z, & = 8y donne
y = 16A2%y; y = 0 est impossible (alors £ = 0), donc A = :I:% ety =+7.
Avecy = £ :22% = 8, ¢ = +2: points (2,1) et (—2,—1), f = 2. Avecy = —Z : points
(27 _l)v (_2’ 1)’ f=-2

L'ellipse est compacte : le maximum est 2, le minimum —2.

0 Boite de volume maximal

On maximise V = xyz sous g = xy + 2xz + 2yz — 48 = 0.
VV = (yz,zz,zy) = A(y + 22, = + 2z, 2z + 2y).

Les deux premiéres équations donnent z(y — ) = A(y — ). Si A = 2z, alors

yz = z(y + 2z) imposerait z = 0 : exclu. Donc & = ¥. La troisiéme équation donne
x? = 4z, soit A = Z, puis 2z = £ (z + 22) donne z = £.
La contrainte devient 322 = 48, £ = y = 4, z = 2. Le volume vaut 32 dm3 ; on admet que

le maximum existe (le volume tend vers 0 au bord du domaine), donc c’est lui.

G Hessienne et dérivée seconde le long d’'une droite
Par la chaine, ¢'(t) = >, 0; f(a + th)h;. En dérivant encore :
g"(t) = Ez’,j Bjazf(a + th)hihj, donc g”(O) = hTHf(a)h.
6x —2y 6 —2
ci Hy (_2y _2$) CHg(1,1) (_2 _2) lors Hgh = (10,2) et
hTH:h=10—-4=6.

Vérification : g(t) = (1 +t)3 — (1 +¢)(1 — 2t)% = 6t + 3t2 — 3t3, donc g"(0) = 6.



e Equation des ondes

(Schwarz). Donc uy — 4ty = —16v,,.

b. L'équation équivaut a vpy = 0 : 8pv ne dépend que de p, donc v(p, q) = F(p) + G(q)
etu(z,t) = F(x — 2t) + G(z + 2t).

c.uy = —4sinx cos 2t et uy, = — sinx cos 2t, donc uy = 4uy;. Et

sinz cos 2t = 3sin(z — 2t) + 3sin(z + 2t).

@) pittérentiabilité en défaut
|z|(z +°)
2 + y2

Dérivées partielles : f(¢,0) = t donc 8 f(0,0) = 1; £(0,¢) = 0 donc 8, f(0,0) = 0.

Si f était différentiable, on aurait D, f(0,0) = ((1,0),v) pour toutv. Pourv = (1,1) : on
trouverait 1. Or f(¢,t) = £, donc D, £(0,0) = % # 1. Contradiction : f n’est pas
différentiable en (0, 0).

Continuité : | f(z,y)| < = |z| — 0.
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