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Un ballon qui monte puis redescend, un co(t de fabrication qui baisse puis
remonte, une courbe qui se creuse ou qui s’arrondit : la dérivée raconte comment
une fonction varie, et la dérivée seconde raconte comment elle se courbe. Dans ce
chapitre, tu vas dériver des fonctions composées, étudier leurs variations, repérer
leur convexité et leurs points d’inflexion, puis mettre tout cela au service de

Loptimisation : trouver le plus grand ou le plus petit.

1. Dérivées usuelles et opérations

Voici les dérivées a connaitre par coeur, avec leurs ensembles de validité.
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° Opérations

Pour u et v dérivables et kréel: (u +v)' =u' + 7' ; (ku)' = ku';
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2. Dérivée d’une composée

° Dérivéede fo u

Si u est dérivable sur un intervalle I et si f est dérivable sur un intervalle contenant

les valeurs de w, alors la fonction & +— f(u(x)) est dérivable sur I et:

(F(u(2)) = v'(2) x §'(u(2))

On en déduit les formules a utiliser tous les jours :
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G Exemple 1 : une puissance

f(z) = (38z2 — 5z + 1)*. Ici u(z) = 3z% — 5z + 1letw'(z) = 6z — 5. Donc
f'(z) = 4(6z — 5) (3=% — bz + 1)3.

G Exemple 2 : une exponentielle

g(w) = e—2w2+w. Ici ’U:,(il?) = —4x + 1, donc g'(;p) = (_4;1; + 1) e—2:c2+:c.

G Exemple 3 : un logarithme

h(z) = In(z2 4 4). Comme 2 + 4 > 0 pour tout réel z, h est définie sur R et

2x
h' = )
(2) 24+ 4

@ Piege

On oublie trés souvent le facteur w'. La dérivée de €3% n'est pas 3%, cest 3 e3%.



3. Etudier les variations d’une fonction

° Signe de la dérivée et variations

Soit f dérivable sur un intervalle I. Si f’ > 0 sur I, f est croissante sur I. Si f' < 0

sur I, f est décroissante sur I. Si f' = 0 sur I, f est constante. Si f’ s'annule en a en

changeant de signe, f admet un extremum local en a.

Méthode

1. Détermine lensemble de définition et calcule f'(z).

2. Factorise f'(:z:) pour étudier son signe : un facteur comme € est toujours

strictement positif.

3. Dresse le tableau de signes puis le tableau de variations, avec les valeurs aux

bornes et aux extremums.

G Exemple 4 : variations

Soit f(z) = (2 — 1) e™® sur R. Alors
fl(z) =2 — (22 — 1)e™® = (3 — 2z) e™*. Comme e~ ® > 0, le signe de f'(z)

3
est celui de 3 — 2z, positif pour T < 2

3 a
z —00 2 +o0
Signe de /() -|- 0 .
Variations de f 7 maximum 2¢ ~%/2 ~ 0,45 \



Y. Dérivée seconde et convexité

o Fonction convexe, fonction concave

Une fonction dérivable sur un intervalle I est convexe sur I si sa courbe est située au-
dessous de chacune de ses cordes (segments reliant deux de ses points). Elle est

concave si sa courbe est située au-dessus de chacune de ses cordes.

T
Sur la figure, la courbe de z —> —5~ Passe sous la corde [AB] : le point N(0; 0) de la courbe est

en dessous du point M(0; 3) de la corde. La fonction est convexe : la courbe a la forme d’une «

cuvette ».

° Caractérisations

Pour f deux fois dérivable sur I, les propositions suivantes sont équivalentes : f est
convexe sur I ; f’ est croissante sur I'; f”(x) > 0 pour tout & de I. De méme, f est

concave si et seulement si f' est décroissante, c’est-a-dire f” < 0.



G Exemple 5 : convexité

g(z) = e 2® + 3z. Alors ¢'(z) = —2e 2% + 3 et g"(x) = 4¢=2® > 0. La fonction g
1

est convexe sur R. A Uinverse, In est concave sur |0 ; +o0o[ car In" (z) = -— <0
x

5. Point d’inflexion

o Point d’inflexion

Un point d’inflexion est un point de la courbe ou celle-ci traverse sa tangente ; c'est la

que la convexité change : la courbe passe de convexe a concave, ou linverse.

° Critére

La courbe de f admet un point d'inflexion d’abscisse a si et seulement si f” s’annule

en a en changeant de signe.

e Exemple 6 : inflexion

f(z) = z® — 322 Alors f'(z) = 3z%> — 6z et f"'(z) = 62 — 6 = 6(z — 1). La
dérivée seconde est négative pour < 1 et positive pour & > 1: f est concave sur
] — 003 1], convexe sur [1;400], et le point I(1; —2) est un point d'inflexion. La
tangente en I a pour équation
y=f()(z-1)+f1)=-3(x—1)—2=-3x+ 1.



v

Piege

f"(a) = 0 ne suffit pas. Pour f(z) = z* ona f”(0) = 0 mais f"(z) = 1222 > 0

partout : il N’y a pas de changement de signe, donc pas d’inflexion.

6. Tangente et position relative

o Position de la courbe par rapport a ses tangentes

Si f est convexe sur I, sa courbe est au-dessus de chacune de ses tangentes : pour
tous a etz de I, f(z) > f(a) + f'(a)(z — a). Si f est concave, l'inégalité est

inversée et la courbe est au-dessous de ses tangentes.

G Exemple 7 : une inégalité céleébre

La fonction exponentielle vérifie f”/ = e® > 0: elle est convexe sur R. Sa tangente en
a = 0 a pour équationy = f/(0) z + f(0) = = + 1. Donc, pour tout réel z,
e® > z + 1. Par exemple, e%! > 1,1.



° Astuce de Zyro

Pour retenir : une cuvette (convexe) est posée au-dessus de ses tangentes, comme un

bol sur des baguettes, et une colline (concave) est sous elles.

7. Applications a Uoptimisation

Méthode

1. Choisis la variable @ et son intervalle de variation.
2. Exprime la grandeur a optimiser sous forme d’une fonction f(w)
3. Dérive, étudie le signe de f’, dresse le tableau de variations.

4. Conclus par une phrase avec la valeur de x, lextremum et Lunité.

G Exemple 8 : la boite économique

On veut une boite sans couvercle, a base carrée de co6té £ dm, de volume 32 dms3. La

32 128

hauteur est h = — et la surface de carton est §(z) = 2? + 4zh = z* + —— pour
T i3

z >0

128 223 — 128
x2 x2
. 8" est négative avant 4 et positive aprés : S admet un minimum en & = 4, égal &

On dérive : §'(x) = 2z — , qui s'annule pour £3 = 64, soit £ = 4

S(4) = 16 + 32 = 48. La boite la plus économique a un cbté de 4 dm, une hauteur

de 2 dm et utilise 48 dm?2 de carton.
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A retenir

Dérivée d’'une composée : (f(u))' = u’ x f'(u) ; ne jamais oublier le facteur u'.

f' > 0donne f croissante, f' < 0donne f décroissante ; un extremum apparaft quand

f' change de signe.
f est convexe si et seulement si f’ est croissante, soit f” > 0; concave si f” < 0.

Un point d’inflexion correspond a une dérivée seconde qui s'annule en changeant de

signe.
Convexe : courbe au-dessus de ses tangentes ; concave : courbe au-dessous.

Optimisation : modéliser, dériver, tableau de variations, conclure avec Lunité.
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E Entrct‘ine-toi : défi express de @
Terminale

Niveau : Terminale

6 questions au hasard, correction tout de suite.

<" Lancer le défi

<" Zyro te conseille la suite
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Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planéetes du savoir et leurs applis.
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