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Dériver, c’est mesurer la vitesse de variation d’une fonction ; les formules de
Taylor poussent cette idée jusqu’au bout en remplacant une fonction compliquée
par un polyndéme qui lui ressemble de tres pres. Ce chapitre présente la
dérivabilité, les trois grands théorémes qui en découlent (Rolle, accroissements
finis, convexité), puis lapproximation locale par les développements limités et

leurs applications aux limites.
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1. Dérivabilité en un point

Q Définition

Soit f définie sur unintervalle I et @ € I. On dit que f est dérivable en a si le taux
fla+h) — f(a)
h
Cette limite est le nombre dérivé f'(a). La droite d’équation

d’accroissement

admet une limite finie quand b — 0 (h # 0).

y = f(a) + f'(a)(x — a) est la tangente a la courbe en a.

Le taux d’accroissement est la pente de la sécante passant par A(a; f(a)) et

M(a+ h; f(a+ h)). Quand M glisse vers A, la sécante tend vers la tangente.

On définit de méme la dérivée & gauche et la dérivée a droite (limites quandh — 0~ eth — 0™);

f est dérivable en a exactement lorsque les deux existent et sont égales.

° Propriétés

1) Si f est dérivable en a, elle est continue en a. La réciproque est fausse. 2) Les

u\’ uv—ud
régles de dérivation : (u +v)' = v’ + v/, (wv)’ = u'v + w/, (—) =
v v
(vowu) =u' X v’ owu,etpour une bijection dérivable de dérivée non nulle
(Y = oy
f’ o f—l



Exemple 1 : une fonction dérivable en 0 dont la dérivée oscille (voir l'exercice 8)

f() = hsin i

h h
qui tend vers O car |hsin | < |h|. Donc f est dérivable en 0 et f(0) = 0.

1
Soit f(x) = z?sin  pourz # 0 et f(0) = 0. Le taux en 0 vaut

G Exemple 2 : une dérivée composée

2z 2\ | .3z
Tt a2 +3ln(1+= ))e :

Pour g(z) = In(1 + z2) €32, on obtient ¢’ (z) = (

Attention
La valeur absolue est continue en 0 sans y étre dérivable : sa dérivée a gauche vaut

—1 et sa dérivée a droite vaut 1. Continue ne veut pas dire dérivable.

2. Le théoréme de Rolle

o Théoréme de Rolle

Soit f continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b, avec f(a) = f(b). Alors il existe
c €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

Idée de la preuve. Une fonction continue sur un segment atteint son maximum et son minimum. Si
Uun d’eux est atteint en un point intérieur ¢, la dérivée y est nulle ; sinon les deux extrema sont

atteints aux bornes, donc égaux, et f est constante.
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G Exemple 3 : une seule racine
Montrons que z3 + 5 — 7 = 0 a exactement une solution réelle. Posons
f(z) =23+ 5z —7: f(1) = —1et f(2) = 11, le théoréme des valeurs
intermédiaires donne une racine. Si deux racines 11 < 9 existaient, Rolle fournirait ¢

avec f'(c) = 3¢c? + 5 = 0, ce qui est impossible puisque 3¢2 + 5 > 0.

3. Les accroissements finis

o Théoréme des accroissements finis

Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. Il existe ¢ € ]a, b] tel que

f(b) — f(a) = f'(c) (b—a).

Géométriqguement, il existe un point ou la tangente est paralléle a la corde. On Lobtient en

1050,y

appliquant Rolle a z — f(z) —

4Al

° Conséquences

1) Si f' > 0 sur unintervalle, f est croissante ; si f' = 0, f est constante. 2) Inégalité
des accroissements finis : si |f'| < M sur I, alors | f(y) — f(z)| < M|y — z| pour
tousz,y € I.



G Exemple 4 : encadrer un logarithme

x

Pour & > 0, le théoréme sur [0, z] donne In(1 + z) = o, e 0 <c<zdol
c

1%; <In(l+) < 2. Avecz = 0,2:0,1666. .. < In1,2 < 0,2.

4. Convexité

Q Définition

f est convexe sur I si pour tous Z,y € I ettout A € [0,1]:
fOz+ (1 —MANy) < Af(z) + (1 — A f(y). Elle est concave si — f est convexe. Un

point d’inflexion est un point ol la convexité change de sens.

o Caractérisations

Pour f deux fois dérivable sur I : f convexe <= f’ croissante <= f" >0 <—
la courbe est au-dessus de chacune de ses tangentes. Au point d’inflexion, f”

s’annule en changeant de signe.



G Exemple 5 : deux inégalités classiques

La fonction exponentielle est convexe (f” = e®* > 0), donc au-dessus de sa tangente

en0:€e” > 1+ . Lafonction In est concave (In"(z) = — 2 < 0), donc
b _ 1 Inbd b
lna—zi_ > na,—2|—n , soit vVab < a-2|- pour a,b > 0.

G Exemple 6 : inflexion

Pour f(z) = 23 — 322, f"(z) = 6z — 6 : f est concave sur | — 00, 1], convexe sur

[1, +00], avec un point d'inflexion en = 1.

5. La formule de Taylor-Young

o Théoréme de Taylor-Young

Si f est n fois dérivable en a, alors, quand h — 0,

n_ £k (q
fla+h)=>_ f k'( ) pi + o(h™).
k=0 )

Le polyndme de droite est le polynéme de Taylor d’ordre n. Le terme o(h”) signifie « négligeable

devant A" » : c’est une formule locale, qui ne dit rien sur la taille de Uerreur loin de a.

G Exemple 7 : en un point autre que 0

q L 8 f . .
Pour f =sinena = 1 toutes les dérivées valent £ —— avec la suite de signes

(T V2 h? )
—|—,+,—,....DOHCSIH(Z+h) _T(l—i_h_?) +O(h )



6. Taylor avec reste intégral

° Formule de Taylor avec reste intégral

Si f est de classe C™! sur un intervalle contenanta et b:

n_ () (g
=3 1D apy [[OD sena

k=0

Si |f("+1)| < M entre a et b, le reste vérifie l'inégalité de Taylor-Lagrange :
|b _ a|n+1

R, <M———
[Bn| < (n+1)!

Contrairement a Taylor-Young, cette version est globale : elle donne une erreur controlée pour un

b précis. La preuve se fait par récurrence, en intégrant par parties le reste.

G Exemple 8 : approcher sin 0,5

3
z
Avec f = sin,a = 0, n = 4: le polyndme est z — s et |f®| < 1, donc

z3 ||® 0,125
inz — —— )| <—.P = 2 =
sin x <:1: 6) < 120" ourxz =0,5:0,5 — 6 0,47916...a

2,6 x 10~ pres.

2Ak




7. Développements limités

Q Définition

Un développement limité d’ordre 1 en O de f est une écriture

f(x) =ap+ a1+ -+ - + arxz™ + o(z™). S'il existe, il est unique, et Taylor-Young

)
e’ 1—|—33—|—%2—|—%3—|—-~—|-i—7;—|—0(w")
sin z T — w63 4 137250 o f oz
COS 1 — 3;2 4 ;i — et oo(z?)
In(1+ z) T — %2 +%3 —--~—|—(—1)”+1%n—|—0(w")
1
1= l+z+2z22+---+ 2"+ o(z")
(14 x)° 1—|—aac—|—a(a_1)a:2+~-—|—o(w")

2

On additionne et multiplie les développements en tronquant a Uordre voulu ; pour composer, on

remplace la variable par un développement qui tend vers O ; on peut aussi intégrer terme a terme.



Méthode : calculer un développement limité

1) Choisir lordre en repérant le premier terme qui ne s’'annule pas. 2) Ecrire les
développements usuels de chaque facteur a cet ordre. 3) Multiplier ou composer en

ne gardant que les puissances < n. 4) Conclure avec o(m").

Exemple 9 : un produit

2 3 3 3
e’sinz = (1—|—w—|—%—|—%) (w—m—) =w—|—w2—|—%—|—o(w3),carle
1 1
3

terme en ° vaut — — —

L
2 6 3

Exemple 10 : une composée

z?
Pour In(cos ), on pose u = —— + —:
2 2‘24
Inl+4+u)=u z + o(z?) = ° i + o(z*)
B 2 2 12 '

Astuce de Zyro
Sur ma planéte, on lit la parité d’abord : une fonction paire n’a que des puissances
paires dans son développement limité, une fonction impaire que des puissances

impaires. Cela évite la moitié des calculs !

8. La régle de L’Hopital

Régle de L’Hopital

Soit f, g dérivables au voisinage de a (éventuellement a = £00) avec g’ # 0. Si i
0 oo i T

est une forme indéterminée — ou — ena et si (@) — £, alors f( ) — /.

00 g'(z) g(z)



Exemple 11 : application répétée

. ef—-1—=¢z 0 . e —1 0 . e’ 1
lim ————— :forme o son dérive : , encore 5 ;on dérive: — — —. Ou,
z—0 :132 1 2 2
2
7 . L4 xr m 2
avec un développement limité : e* — 1 — z = - + o(z*).
@ Attention
L T +sinz )
La réciproque est fausse : ———— — 1 quand £ — +00, alors que le quotient des
T

dérivées 1 4+ cos = n’a pas de limite. Il faut aussi vérifier que la forme est bien

indéterminée avant de dériver.

A retenir

f dérivable en @ = continue en a, mais pas linverse.

Rolle : f(a) = f(b) = f'(c) = 0 pour un ¢ intérieur.

Accroissements finis : f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a) ;si|f'| < M, f est M-lipschitzienne.
f convexe <= f"” > 0 <= courbe au-dessus de ses tangentes.

Taylor-Young : formule locale avec o(hn) ; Taylor reste intégral : formule globale avec

erreur majorée.

Les développements limités usuels s’additionnent, se multiplient, se composent ; ils

calculent aussi les limites.

L'Hépital : seulement pour une forme indéterminée, et la limite de f'/g’ doit exister.
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