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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

0 Nombre dérivé par la définition

f(2)=4+6=10.Pourh #0:f(2+h) =4+ 4h+h®>+6+3h =10+ Th + h?,
f2+h) - f(2)
c
h
Quand h — 0, le taux tend vers 7 : f'(2) = 7.

don =T+ h.

Tangente:y =10+ 7(x — 2) = Tz — 4.
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o Vrai ou faux ?

a) Vrai: f(a+ h) — f(a) = h x fla+h) — f(a)

h

b) Faux : || est continue en O sans y étre dérivable.

—0x f'(a) =0.

h
c) Faux : le taux % vaut —1 pour h < 0 et1 pour h > 0, il n’a pas de limite en 0.

a Calculs de dérivées

a) f'(z) = 6ze*® + 2(3z% — 1)e?® = (62 + 6z — 2)e*®.

(z®+1)—2z(z+1) 1-—2z—2z?
(x2 +1)2 o (x2 +1)2
2z x

/ _ —
W) = e Ve

b) ¢'(z) =

o Rolle sur un trinome

f est polynomiale, donc continue et dérivable. f(1) =1 —4+3 =0et
f(8) =9 — 12+ 3 = 0: les hypothéses sont satisfaites.

fl(z) =20 —4=0 < z=2et2€]1,3[.Doncc=2.

o Accroissements finis pour le carré
f@ - £(1) _ 161
4—-1 3

bien a]1,4].

5
= 5. On résout f'(c) = 2¢ = 5, soitc = 5= 2,5, qui appartient



o Convexité d’un polynome
f'(x) = 322 — 12z et f"(z) = 6z — 12 = 6(z — 2).

f" <0sur]—o00,2[: f estconcave; f” > 0sur]2,+o0[: f est convexe. Comme f”

change de signe en 2, il y a un point d’inflexion d’abscisse 2, d’'ordonnée

Ff2)=8—-24+1=-15.

° Un développement limité simple

) 2
cos(2z) =1— % +o(z3) = 1 — 222 + o(x3) (le terme d’ordre 4 est négligeable).
2 3
e ® =1—:1:—|—% — %4—0(3}3).
3 , =* 3
Somme: f(z) =2 —z — 5%~ F—I—o(w )-

o Dérivable avec une dérivée discontinue
f(h)
h

1) Le taux en O vaut

£'(0) = 0.

1
= hcos 5 de valeur absolue < |h/|, donc tend vers 0 :

2) Pourz #0: f'(x) = 2z cos 1 —|—.’Jrz2sinl X % = 2.'1:cosl + sin —. Le premier
z T =z z T

terme tend vers 0, mais sin — oscille entre —1 et 1 (par exemple, il vaut 1 pour

T T2+ 2k 37/2 + 2kn

limite en O : f est dérivable en 0 sans que f’ soit continue.

et —1 pourz = , suites tendant vers 0). Donc f' n’a pas de



o Un polynome avec au plus une racine

Posons P(z) = 3 — 3 + m. Supposons deux racines a < 8 dans [—1, 1]. Alors
P(a) = P(B) = 0 et, d'aprés Rolle, il existe ¢ € Ja, B[C] — 1, 1] tel que P’(c) = 0.
Or P'(z) = 322 — 3 =3(z? — 1) < 0 pour z €] — 1, 1] : contradiction. Il y a donc au plus

une racine dans [—1,1].

Q Une inégalité sur 'arctangente

1

+ 2?2
|arctan b — arctana| < b — a.

1) arctan’(z) = €10, 1]. Par linégalité des accroissements finis avec M = 1,

1
2) Sur [3; 3,2], arctan’(z) < 39 = 0,1. Avec M =0,1:

0 < arctan(3,2) — arctan3 < 0,1 x 0,2 = 0,02 (la positivité vient de la croissance de

arctan).

0 Convexité de x ln x

1) f'(z) =lnz+1, f'(z) = % > 0: f est convexe.

_ f@+10)
2

1 b
2) Avec A = — dans la définition : f (%) .Poura=1,b=3:

2
2ln2 < 3In3

,s0it4In2 < 31n 3, c’est-a-dire 16 < 27 apres passage a lexponentielle.

e Développement limité d’un logarithme

2 x>zt

On remplace ¢ par 2z dansIn(1 + ) = = — > t3 77 o(z?):
., 82° 4 4
In(1+ 2z) = 2z — 2z° + =5 —4z* + o(z*).
. 82° 4 4
Doncln(1 4 2z) — 2z = —2x° + — — 4z* + o(z*).

3



e Une limite par développement limité

2 2
%—I—o(mz)etcosm: 1-— %
z? z2
Z 14
2 + 2

Donc le quotient vaut 1 + o(1) et la limite est 1.

Alordre2:e® =1+z + + o(z?).

Numérateur: 1+ x + z + o(z?) = % + o(z?).

@ Deux limites avec L’Hopital

3e3* — 3 0 . 9e’
, encore 3. On dérive :

a) Forme %. On dérive : — 2 La limite vaut E

Z

1l/x
b) Forme % Le quotient des dérivées est + = — — 0. La limite vaut 0.
T

° Taylor-Young de la racine

1) £(0) = 1: /@) = 3(L+2) 2 F(0) = = f(@) = —g (L +2) 9
£10) =~ FO@) = S(1+2) 2 FO0) = =
Cfﬁ't'——l ——l%—iD
oe Clen5.2, 4)(2_ 8, 6 _16 onc
332 3

142,z 3
\/1—|-a:—1-|—2 3 +16+o(m).

2) Pour z = 0,02: 1 + 0,01 — 0,00005 -+ 0,0000005 = 1,0099505. Donc
V1,02 ~ 1,00995.

w




G Un reste intégral pour le cosinus
1) Pour f = cos, f(0) = 1, '(0) = 0, f"(0) = —1, f®)(0) = 0. La formule d'ordre 3

x? ? (z—1t)3 4
donnecosz =1 — - + Tcostdt (car f( ) = cos). Comme |cost| <1, le
0 .
T —t 3 4
reste est majoré par /0 %dt‘ = %
0,44 0,0256
2) Pourz =0,4:1— 0,08 = 0,92 et é4 = ’24 ~ 0,001067. Donc

0,9189 < cos0,4 < 0,9211.

a Etude locale d’une fonction prolongée
2 3 4

1)e‘”—1=a:—|—%—|—%+;—4—|—0(w4).0ndiviseparm:
@) =142+ 5 1 5 4 o)
2 6 24 '

1
2) On prolonge par f(0) = 1 (continuité). Le développement montre f/(0) = 5 la

T
tangenteenOesty =1+ 7

2

- T T
Au voisinage de 0, f(x) — (1 + 5) ~ > 0: la courbe est au-dessus de sa tangente.

G Un développement limité composé

3 4
u=sinzx =z — % + o(z*). Alors u? = 2% — % + o(z*), ud = 23 + o(z?),
ut =zt + o(z).
2 3 4
ln(1+u)=u—%+%—%+o(w4)
=w—w—3—w—2+w—4+w—3—w—4+o(a;4)
6 2 6 3 4
2 23 ozt 4
—w—?—l—?—l——l—o(w)



Q Une limite difficile

. 1 22 —sin’z
On écrit — s T Ty T T,
sin‘z z2sin®
z3 z? zt
sing = — s + o(z®), doncsin? z = 2% — 5 + o(z*) et 2% —sin’z = Y + o(z?).
Le dénominateur vaut * + o(z?).
Le quotient tend vers §
@ Encadrer le nombre e

1 1/n 1 1 1
Avecr = — : = <Ih(l4+—)<<—.

n 14+1/n n+1 n n

1 1\"
En multipliant par n la partie droite : nln (1 + —) < 1, soit (1 + —) <e. En
n n

multipliant par n + 1 la partie gauche:1 < (n+ 1) In (1 + —) ,soite < (1 + —) .
n n

Pourn =10:1,11% ~ 2,5937 < e < 1,1 ~ 2,8531.
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