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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Dérivées partielles et gradient

On dérive en considérant lautre variable comme constante : 0, f = 3w2y — 2y2 et

oy f = z° — dzy.
En(2,-1):0,f =3 x4x(-1)—2x1=—-14et0y,f =8—-4x2x (—1) =16.
Donc Vf(2,—1) = (—14, 16).
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o Une jacobienne 3 x 2

La jacobienne a 3 lignes (une par composante) et 2 colonnes (une par variable) :

2x 1
Je(z,y) =1 v z
1 —3y?
2 1
En(1,2):J¢(1,2) = |2 1
1 —12

° Approximation linéaire
0.f =2zy=6¢etd,f = 2> = 1ena. Donc Df(a)(h) = 6 x 0,1 +1 x (—0,2) = 0,4.

Exactement : f(1,1; 2,8) = 1,21 x 2,8 = 3,388 et f(a) = 3, soit un accroissement de
0,388.

L'écart est de 0,012, négligeable devant la taille de h : cest le terme o(||R||).

0 Vrai ou faux ?

a. Vrai : c’est le théoréme de la condition suffisante, des dérivées partielles continues

entrainent la différentiabilité.
T
b. Faux: f(z,y) = Ty2 (avec f(0,0) = 0) a ses dérivées partielles nulles en (0, 0)
z Yy
mais vaut % sur la droite y = @ privée de lorigine, donc n’est pas continue en (O, O).

c. Vrai : C’est la définition, D f(a) est la partie linéaire du développement de f en a.

o Hessienne en un point

fz = 2zy, fy =z? + 3y2, donc fee = 2y, fa:y = 2z, fyy = by.

2 2
En (1,1): Hf(1,1) = (2 6) , de déterminant 12 — 4 = 8 et de trace 8.



° Un point critique
Vf=(2x+y—3, z+ 2y). La seconde équation donne £ = —2y, puis —4y+y—3 =10
,douy=—letz =2.
2 1
La Hessienne est constante : H = 1 2) de déterminant3 > 0 et de trace 4 > 0: elle
est définie positive.

Le point (2, —1) est un minimum local, de valeur f(2,—-1) =4—-24+1—-6 = —3.

° Température et direction
VT = (—2z, —4y),doncVT(1,1) = (-2, —4).

— — 3 4 __ 22 __
DuT(l,l) = <VT,'U;> =—-2X 5 —4 x 5= "5 — —4,4:

La température baisse d’environ 4,4 °C par unité de longueur dans cette direction.

© regte de La chaine

2z —1 2 -1
f(1,2) = (-1, 2). J¢(z,y) = (; . ),donc J¢(1,2) = (2 . )
Vg(u,v) = (2u + 3v, 3u), donc Vg(—1,2) = (4, —3).

VA(1,2) = (4, —3) (; _11)=(8—6, —4-3)=(2, - 7).

o Jacobienne polaire

Te — (cosO —rsiné

) , de déterminant r cos? @ + rsin? 0 = r.
sinf@ rcosf

V3 _q
En (2,7/6):Jo = (

2 , de déterminant % + % = 2, ce qui vaut bien 7.
1 V3



Q Taylor d’un logarithme

Posons s = 1+ x + 2y. Alors f, = % fy= %fm = —slszy = _3_22’ fuw = — 4.

-1 -2
En(O,O):sz,Vf=(1,2),H=(_2 _4).

Donc
f(z,y) =z + 2y — 3(2? + 4oy + %) + o([|(z,Y)II*) = (z +2y) — 5(z +29)* + (|| (=,
. On retrouve le développement de In(1 +¢) ent = z + 2y.

0 Estimer une valeur
foe =cosxzeY, f, =sinxze?, f,, = —sinze?, f;y =coszeY, f, =sinzel.
En (0,0): f=0,Vf=(1,0), foz =0, fzy =1, fyy = 0. Donc f(z,y) =z +zy.

En (0,1; 0,2): 0,1 + 0,02 = 0,12. La valeur exacte est &~ 0,1219 : lerreur est inférieure a
2 x 1073.

e Nature de deux points critiques

Vf=(3z% -3, 2y), nulpourz = +1 ety = 0 : points (1,0) et (—1,0).

Hy = (6: (2)) En (1,0), H = diag(6, 2) est définie positive : minimum local,
f(1,0) = —2.

En (—1,0), H = diag(—6, 2) a deux valeurs propres de signes opposés : point selle.



e Inversion locale en un point

2 1
Jf = ( 1:1: 5 ) de déterminant 4z¢y — 1. En (1,1) ilvaut3 # 0 et f est C'1 : le théoreme
Y

s'applique. Ici f(1,1) = (2, 2).

e =) = 1) =3(% 7))

Le théoreme ne s’applique pas aux points de Uhyperbole 4zy = 1, ou la jacobienne est

singuliere.

Q Une dérivée implicite

Soit F(z,y) = z2y + y3 — 2, de classe C!, avec F(1,1) = 0 et

Fy(1,1) =14 3 =4 # 0. Par le théoréme des fonctions implicites, y = (&) prés de

z=1

'(1) = CEWLD 2 1
F,1,1) 4 2

Approximation affine: p(1,1) ~ 1 — % x 0,1 =0,95.

Q Dérivées partielles sans différentiabilité

Continuité. | f(z,y)| < |y car zszyz < 1;donc f(z,y) — 0.

Dérivées partielles. f(t,0) = 0 et f(0,t) = 0, donc 9, f(0,0) = 9,f(0,0) =0, et le
gradient serait (0, 0).

Non-différentiabilité. Si f était différentiable en 0, on aurait D, f(0) = (V f(0),v) =0
pour tout v. Mais pour v = (1, 1), f(t,t) = %, donc D, f(0) = 5 # 0. Contradiction : f
n'est pas différentiable en (0, 0).



e Distance minimale @ un plan

Contrainte g = = + 2y + 3z — 14 = 0, avec Vg = (1,2, 3) # 0. La condition Vf = AVyg
donne (2z, 2y, 2z) = (1,2, 3). soit (z,y, 2) = 3(1,2,3).

La contrainte devient 5 (1 +4 + 9) = 14, donc 7A = 14 et A = 2, d'oti (@, ¥, 2) = (1,2, 3)
avec f = 14.

Comme f est coercive sur le plan (elle tend vers 400 a linfini) et continue, elle atteint un

minimum, qui ne peut étre que ce seul point critique. La distance minimale est v/ 14.

e Boite de surface fixée
Contrainte : g = 2(zy + yz + zz) — 54 = 0. Les équations de Lagrange VV = AVg
sécriventyz = 2A(y + 2), zz = 2A\(z + 2), zy = 2\ (z + y).

En multipliant respectivement par x, y, 2, on obtient
zyz =2 z(y+ 2) = 2D y(z + 2) = 2A 2(z + y). Comme zyz > 0, A # O et
z(y+ z) = y(x + 2), donc xz = yz, soitx = y. De méme y = z.

La boite est un cube de cdté a avec 6a2 = 54, donca = 3dmet V = 27 dm3.

Ce point est bien un maximum : sur la surface, 2y, Yz, z&x < 27 donc le volume est borné, et
il tend vers 0 au bord, si bien que le maximum est atteint a Uintérieur, en Uunique point

critique.



@ une dérivée seconde implicite
Soit F = a® +y* — 3ay, F, = 3(2? —y). F, = 3(1> — z).En (3, %),
Fy,=3x % = % # 0 : le théoreme s’applique.
_3/4 _
3/4
Posons N =22 — @, D=¢? —z. Alors N' =2z — o' =4, D' =2pp' — 1= —4, et

wz—y_

! 3 . A
,enf.cp =

(p:

_y2_;1;

,  ND-ND  4x5+45x4 6 32
B D2 B E 9/16 3
Comme <p'(%) = —1et " < 0, la courbe est concave en ce point.

e Plans tangents d’un hyperboloide

Posons G = z2 + y% — 22 — 1. VG = (2, 2y, —22) ne s'annule quen (0, 0, 0), point qui
n'est pas sur M (G(0) = —1). La différentielle de G est donc surjective sur M : c'est une
sous-variété de dimension3 — 1 = 2.

En(1,1,1): G(1,1,1) = 0et VG = (2,2, —2). Plan tangent :

2@ —-1)+2(y—1)—2(2—1)=0,s0itz+y—z=1.

En (1,0,0): VG = (2,0,0), plan tangent z = 1.

@ Quand la Hessienne ne conclut pas

2
Pour f comme pour g, H(0,0) = (0 0

critere du second ordre ne conclut pas.

), seulement semi-définie positive (det = 0) : le

Pour f: f(z,y) > 0 = £(0,0), c’est un minimum (global).

Pour g: g(z,0) = 22 > 0 pour  # 0, mais g(0,y) = —y* < 0 poury # 0: g prend des

valeurs des deux signes autour de lorigine, c’est un point selle.



6 Inverse local a Uordre 2

J£(0,0) = I estinversible et f(0,0) = (0,0) : d’aprés le théoréme d’inversion locale, f
admet un inverse local g de classe C'! (et méme C'™ car f lest), avec g(0) = 0 et

Doncz = u + O(||(u,v)||?) ety = v+ O(||(u, v)||?). Les équations u = & + y? et
v=y+ 2 donnentz = u — ¥ = u — v2 + O(||(u,v)||3) et
y=v—z?=v—u?+0(||(u,)|°)

Ainsi g(ua 'U) = (u - 'U2a v —= u2) + O(”(ua ’U)||2)

@ Extrema globaux sur un disque

D est compact et f continue : les extrema existent.
Intérieur. Vf = (2zy, z2) = 0 impose z = 0, etalors f = 0.

Bord. Surz? + 42 =3, f = (3 — 4%) y =: k(y) poury € [-v/3,/3]. k' (y) = 3 — 3y?
s'annule en y = +1: k(1) = 2 (aux points (£v/2,1)) et k(—1) = —2 (aux points
(£v/2, —1)). Aux extrémités y = +4/3, k = 0.

Le maximum est 2 et le minimum est —2.

Le livre d’exercices corrigés de maths Licence L3

Tout le programme en un seul PDF de 126 pages, a imprimer ou a garder sur ta
tablette.

<" Zyro te conseille la suite



https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/calcul-differentiel-exercices-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/calcul-differentiel-qcm-licence-3/

# Exercices de maths
Calcul différentiel dans Rn : exercices de
maths Licence L3

5> Controles de maths

Calcul différentiel dans Rn : contréle de
maths Licence L3

# Exercices de maths

Fonctions holomorphes : exercices de
maths Licence L3

@ QCM de maths
Calcul différentiel dans Rn : QCM de
maths Licence L3

# Exercices de maths

Equations différentielles : exercices de
maths Licence L3

@ QCM de maths

Equations différentielles : QCM de maths
Licence L3


https://planete-maths.eu/fr/calcul-differentiel-exercices-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/calcul-differentiel-qcm-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/calcul-differentiel-controle-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/equations-differentielles-exercices-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/fonctions-holomorphes-exercices-licence-3/
https://planete-maths.eu/fr/equations-differentielles-qcm-licence-3/

Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planetes du savoir et leurs applis.
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