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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Dérivées partielles d’un polynome

0
On fige y pour dériver en @ : B_f = 6zy + 2.
x
. . COf o4 g 2
On fige & pour dériver en y: o 3z — 15y~
)

° Gradient en un point

Bg_ y Bg_ y
Bw_e etay—:ce.

En (2,0):e% =1 et2e® = 2,donc Vg(2,0) = (1,2).
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° Vrai ou faux : partielles et continuité
L'affirmation est fausse.

Ona f(t,0) = 0 et f(0,t) = 0 pour tout £, donc les deux dérivées partielles existent en
(0,0) et valent 0.

2 1
Mais f(t,t) = — = — pour t # 0, qui ne tend pas vers f(0,0) = 0 : f n'est pas continue

2t2 2
en (0,0).

° Une jacobienne 3 x 2

Les trois composantes donnent trois lignes, les deux variables deux colonnes :

1
JF(w7y) = y T
2¢ O

° Dérivée dans une direction

V= (2wy, o2, donc VA(1,2) = (4,1).

4 1
Comme [[ul] = 1. Duf(a) = (Vf(a)u) =4- 5 +1- 3 = =

° Approximation affine

_o0f _ a_g. 0 _,
f(1,3) =9, 5~ Y =0Qet By = 2zy =6en (1,3).

Avech = (0,02; — 0,01):df(h) =9-0,02 +6 - (—0,01) = 0,12.
Donc £(1,02; 2,99) =~ 9,12 (la valeur exacte est 9,118902).



a Vérifier Schwarz

fz = 2ze¥, puis %(fx) = 6ze.

0
fy = 3x2e¥, puis —(f,) = 6ze%.

ox

Les deux dérivées croisées sont égales, comme lassure le théoréme de Schwarz (f est de

classe C?).

° Chaine le long d’un cercle
fe =yetfy =242y Avecz = cost, y =sint, ' = —sint, y' = cost:

h'(t) = sint (—sint) + (cost + 2sint) cost = cos?t — sin? ¢ + 2sint cost = cos 2t + sin

Direct: h(t) = sintcost + sin®t = 4sin 2¢ + sin®t, donc A/(t) = cos 2t + sin 2¢. Les

deux résultats coincident.

o Composée de deux applications

F(1,2) = (3,2). Vg(z,y) = (2z, 1), donc Vg(3,2) = (6,1). Jp(u,v) = (11) i),donc
Jr(1,2) = (; 1)

Vh(1,2) = (6,1) (2 X

Direct : h(u,v) = (u +v)2 + uv, hy = 2(u+v) +v=8eth, =2(u+v)+u="Ten
(1,2).

)=(6+2, 6+1) =(8,7).



Q Coordonnées polaires

0
fz = 2z, fy = 2y. Alors %9 _ 9zcosb + 2ysin 0 = 2r cos? 0 + 2rsin? 0 = 2r.

or
% = 2z(—rsinf) + 2y(r cos §) = —2r2 cos fsin @ + 272 sin § cos § = 0.

On remarque que g(r, 0) =72 ne dépend pas de 0, ce qui est cohérent avec le calcul.

0 Un minimum global
Vi=QR2x+y—3, ¢+ 2y). Lesysttme2z+y=3, ¢+ 2y =0donnex =2,y = —1.

2 1
Hy = (1 2) :A=4—-1=3>0et fy; =2 > 0, donc minimum local en (2, —1), de
valeur f(2,-1)=4-2+1-6=-3.

Comme f est un polynéme du second degré dont la partie quadratique

z? +zy+y? = (a: + %)2 + %y2 est définie positive, ce minimum est en fait global.

Q Un col et un minimum

Vf = (322 — 12, 2y — 4) s'annule pour = 2 ety = 2 : points (2, 2) et (—2,2).

6z 0
H; = ((;B 2). En(2,2): A =24>0, fzz =12 > 0: minimum local, f(2,2) = —20.

En (—2,2): A = —24 < 0: point selle.

@ Tangente @ une courbe implicite
Posons F(z,y) =2z* + 2y +13® —3: F(1,1) =0, F, =2+ 3y>=4#0en (1,1). Le
théoreme des fonctions implicites s’applique.
4
F, =38z +y=4,doncy'(1) = 1= —letlatangenteesty — 1 = —(z — 1), soit

y=2—=z.



@ Inversibilité locale

1 2
JF(w,y)=(2m ly),detJF=1—4my.

F est de classe C! et localement inversible en tout point ol 2y # %.

Comme F(0,0) = (0,0) et Jp(0,0) = I3, on a Jg-1(0,0) = I,.

© Probleme de Laboite

Onposez=12—z —yetV(z,y) = zy(12 —z —y). Alors V, = y(12 — 2z — y) et
Vy =2(12 — z — 2y).

Avecz,y>0:2z4+y=12etx+2y =12, doncz =y=4,2 =4,

Voo = —2y=-8 Vyy=12-22—-2y=—-4V,, =—-8:A=64—-16=48 > O et

Ve < 0, maximum local.

Le domaine {z,y > 0, x + y < 12} est un triangle ouvert sur le bord duquel V tend vers 0
, alors que V(4, 4) = 64 > 0 : Lunigque point critique donne donc le maximum global.

Le volume maximal est 64 dm?, pour un cube d’aréte 4 dm.

e Partielles sans différentiabilité
Continuité : | f(z,y)| < |z| car y? < 22 + 2, donc f(z,y) — 0.
Partielles : f(¢,0) = f(0,t) = 0, donc f,(0,0) = £,(0,0) = 0.
Si f était différentiable en (0, 0), sa différentielle serait nulle et on aurait f(h) = o(||k||). Or

3
1
pour h = (t,t),t > 0: f(h) = vt et ||h|| = V2, le quotient vaut # 0.

22 2 22
Contradiction : f n'est pas différentiable en (0, 0).




a Contre-exemple a Schwarz

f(h’, y) _ f(Oa y) — y(h2 - y2)
h h? + y?

De méme f,(z,0) = z.

Poury # 0:

— —yquand h — 0, donc f,(0,y) = —y.

0 0
Alors a—y(fz)(O, 0) =—1let %(fy)(O, 0)=1

Les dérivées croisées different : f n'est pas de classe C?en (0,0), ce qui n'est pas

contradictoire avec le théoréme de Schwarz.

° Deux minima globaux

Vf = (423 — 4y, 4y> — 4x). On obtient y = 3 puis £° = z, donc z € {0,1, —1} : points
(Oa O)' (1a 1)' (_17 _1)'

1222 —4 _

H; = .En (0,0): A = —16 < 0, point selle. En (£1,£1):
—4 1292

A=144—-16 =128 > O et fyzz = 12 > 0: minimalocaux, f=14+1—-4 = —-2.

Comme f(z,y) > z* + y* — 2(2? + y*) — +00 3 linfini, le minimum est atteint en un

point critique : le minimum global vaut —2, atteinten (1,1) et (—1, —1).

© cos degenere

2 0
Vf = (2z, 3y?) s'annule uniquement en (0, 0). H¢(0,0) = (0 0) , de déterminant 0 : le

critére ne conclut pas.
Etude directe : £(0,0) = 0, £(0,y) = y est positive pour y > 0 et négative pour y < 0.
Dans tout voisinage de lorigine, f prend des valeurs des deux signes : ce n’est ni un

minimum ni un maximum local.



@ Exponentielle complexe vue comme application
e®cosy —e®siny

Jr = .
e®siny e®cosy
locale, F' est un difféomorphisme local en tout point.

), det Jr = €2®(cos? y + sin? y) = €2® > 0. Par inversion

Mais F'(z,y + 27) = F(z,y) : deux points distincts ont la méme image, F' n'est pas

injective. L'inversibilité locale ne donne donc pas linversibilité globale.

Q Dérivées d’ordre 2 d’'une fonction implicite

Posons F(z,y) =y® +y —z: F, = 3y + 1 > 0, donc ¢ existe, et
F. 1 1
2 .En:z::2:go'(2):Z.

6 ¢’ 6- ¢ 3

_ PP enp—2.4"2) = —— 4t =2
BorinE T2 16 32

!

4 :_Fy B 3p2+1

En dérivant: " = —
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