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| Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.

° Image et image réciproque d’une fonction affine

a. f(1) ==272) =1f(4) =7: f({1,2,4}) = {-2,1,7}.

b.xe f1([4,10]) = 4<3z-5<10 < 9<3x<15 < 3<z<5.
Donc f_l([47 10]) = 3, 5].

c3x—5=-5 < z=0:f1{-5}) ={0}.
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o Les entiers impairs

Injective:si2n+1=2m + 1 alorsn = m.
Non surjective: 4 = 2n + 1 donnen = % & 7, donc 4 n'a pas d’antécédent.

f(Z) est lensemble des entiers impairs. f(n) =7 <= n = 3et f(n) = 10 est
impossible (10 est pair), donc f~1({7,10}) = {3}.

o Le carré, images et antécédents

a. Le minimum de 2 sur [—2, 3] est 0 (en 0), le maximum est max(4,9) = 9. Par

continuité, f([—2,3]) = [0, 9].
b.1<2z?<4 <= 1<|z| <2 doncf1([1,4]) =[-2,-1]U[1,2].
c. Un carré n'est jamais strictement inférieur & —1: f~1(] — 00, —1[) = @.

dz?2=0 < z=0:f"1({0}) = {0}.

0 Une application entre ensembles finis

Ff({1,8}) = {6} : 1 ({b}) = {1,3}: F ' ({a, c}) = {2,4}.
Non injective : f(1) = f(3) avec 1 # 3. Surjective: a = f(2),b = f(1), c = f(4), donc

tout élément de F' a un antécédent.

o Deux composées
(g0 f)(1) = g(3) =9et(fog)(1) = f(1) =3.
(go f)(z) = g(z +2) = (z+ 2)% et (f o g)(z) = f(x?) = 22 + 2. Elles sont différentes

(déja en £ = 1) : la composition n'est pas commutative.



o Parité et relation d’équivalence

Réflexive : £ — z = 0 est pair. Symétrique : si & — y est pair, y — & = —( — y) lest aussi.

Transitive : si ¢ — y et y — z sont pairs, z — z = (z — y) + (y — z) lest aussi.

Classes : * R y équivaut a « & et y ont la méme parité ». Il y a deux classes : celle des pairs 0

et celle des impairs 1.

° Restes dans une division

36 =720=7x104+1=1[7.Comme20 =6 x 3+2 320 =32 =9 =2(7]. Reste: 2

15=4,17=6,23=1[11],donc 15 x 17+ 23 =4 x 6 + 1 = 25 = 3 [11]. Contréle :
278 =11 x 25 + 3. Reste : 3.

o Une fonction rationnelle non injective

1/2 2
= —. Deux antécédents distincts pour . f n'est pas

210 =5 ef3)= =3

injective.
b.Soity €R. f(z) =y <= yz? —2z+y=0.Siy=0,z = 0 convient. Siy # 0,
U'équation du second degré a une solution réelle si et seulement si
A=1-4y>0 < |y| < 1.Doncy € f(R) < [y| < 3. Clest-a-dire
11
fR)=[-3,3]



° Calculer une application réciproque

Poury # 2:
2z+1 1
:1:+1 =y <= 2z+1l=yr—y <= z(y—2)=y+1 < z= y+—2.Cette
T — y—
solution existe et est unique, et elle est différente de 1 (sinony + 1 =y — 2). Touty # 2 a
1
donc exactement un antécédent dans R \ {1} : f est bijective et f*(y) = y+—2
9/2
Vérification : f(3 et f1 =3.
érification : f(3) = UL = 32

° Deux applications de N dans N
f - injective, non surjective (0 n'a pas d’antécédent). g : surjective (g(2m) = m), non
injective (9(2) = ¢(3) = 1).

(go fi(n) = |[(n+1)/2] :valeurs 0,1,1,2,2,...; surjective, non injective.
(fog)(n)=|n/2] +1:valeurs 1,1,2,2,...; non injective et non surjective (0 jamais
atteint).

° Image d’une intersection
Soity € f(A1 N Ajy):ilexistex € A1 N Ay avecy = f(z). Commex € Ay, y € f(A1);
comme z € Ay, y € f(Ajy). Dol linclusion.

Contre-exemple : f(z) = 2 sur R, A; = {—1}, A3 = {1}. Alors A1 N Ay =
f(2) = @, alors que f(A1) N f(A2) = {1} N {1} = {1}. Linclusion est stricte.



e Les points @ méme distance de Uorigine

a. La relation « avoir méme image par p(z,y) = z2 4 y? » est réflexive, symétrique et

transitive car l'égalité lest.

b.32 + 42 = 25 : la classe de A est le cercle de centre O et de rayon 5. Il contient
B(5;0),C(—4;3), D(0;—5).

c. ILfaut 22 + y% = 25 avec ¢,y € Z. Décompositions de 25 en deux carrés : 0 + 25,
9+ 16,16 + 9, 25 + 0. Cela donne 4 points pour {0, 5} ((0, +5), (£5,0)) et 8
points pour {3, £4} : au total 12 points entiers.

e Une équation de congruence

On cherche linverse de 5 modulo 13: 5 X 8 =40 =3 x 13 + 1, donc 8 convient. En
multipliant par 8 : £ = 8 x 4 = 32 = 6 [13]. Réciproquement 5 X 6 =30 =2 x 13 + 4.
Les solutions sont les = 6 + 13k, k € Z ; dans {0, ..., 12}, seule z = 6.

° Ordres sur le plan

a. Réflexive:a < a etb < b. Antisymétrique:sia <c<aetb<d < b,alors
(a,b) = (¢, d). Transitive : les inégalités se composent coordonnée par coordonnée.
L'ordre n'est pas total : (1,3) et (2, 1) sont incomparables (1 < 2mais 3 > 1, et
2>1).

b. Réflexive, antisymétrique, transitive : vérification par disjonction des cas sur la

premiere coordonnée (si\( a



e Injectivité et intersection

(=) L'inclusion C est toujours vraie. Soity € f(A1) N f(As2) :y = f(a1) = f(az) avec
a1 € Ay, az € Ay Parinjectivité a; = ag € A1 N Az, doncy € f(A; N Ay).

(<) Soientx # ' tels que f(z) = f(z'). Prenons A; = {z}, Ay = {2’} : A1 N Ay = 2,
donc f(A1 N Az) = @, alors que f(A1) N f(A2) = {f(z)} # @ : contradiction. Donc f

est injective.

e Composée injective ou surjective
a.Si f(z) = f(2'), alors g(f(z)) = g(f(2')). soit (g o f)(z) = (g © f)(z'). dol
=z
b. Soit z € G. ILexiste ¢ € Etel que g(f(x)) = z; doncy = f(x) € F vérifie g(y) = =.

c E={1}, F={1,2},G={1}, f(1) =1,9(1) = g(2) = 1. Alors go f = idg est
bijective, f n'atteint pas 2 et g(1) = g(2).

0 Un systéme de congruences

On écrit z = 5a + 2. Alors ba + 2 = 3 [7], soit 5ba = 1 [7]. Comme 5 x 3 =15 =1,
a=3[7,donca=3+Tketz =5(3+ 7k) +2 =17+ 35k.

Réciproquement, 17 =3 x 5+ 2 et 17 = 2 X 7+ 3. Solutions : ¢ = 17 [35] ; la plus petite
positive est 17.

° Relation « méme cardinal » sur les parties

C'est la relation « méme image par A — |A| », donc une équivalence. Une classe est
déterminée par la valeur commune du cardinal, quivaut 0,1,...,5:ily a 6 classes. La
classe des parties de cardinal k contient (2) éléments : 1, 5,10, 10,5, 1. Somme :
1+5+104+10+5+ 1 = 32 = 2%, ce qui confirme que les classes forment une partition
de P(E).



e Une bijection sans formule de réciproque

f est strictement croissante (somme de deux fonctions strictement croissantes), donc
injective. Elle est continue aveclim_, f = —o0 etlim o, f = +00 : par le théoréme des

valeurs intermédiaires, elle est surjective. Elle est donc bijective.

f(1) =2donc £71(2) = 1. f(2) = 8 + 2 = 10 donc f~1(10) = 2. Pour une bijection, il

suffit de reconnaitre un antécédent pour connaitre la valeur de la réciproque.

@ Dénombrer injections, surjections, bijections
a. 4 choix pour limage de 1, puis 3 pour cellede 2:4 x 3 = 12.

b. Ly a 23 = 8 applications ; les deux seules non surjectives sont les constantes. Donc

8—2=6.
c. 5! =120.

d.Ily a 3% = 81 applications. Celles qui manquent au moins un élément : par inclusion-

exclusion, 3 x 24 — 3 x 14 + 0 = 45. Donc 81 — 45 = 36 surjections.

Q Factoriser par la relation « méme image »
af(@)—fly) =22 —y*—2(z—vy) = (z — y)(z +y — 2), nul si et seulement si
y=zrouy=2-—=x.
b. Classe de 3: {3, —1} (car f(3) =3 = f(—1)). Classe de 1: {1} puisque2 —1 = 1.
c. f(z) = (z —1)2 — 1, donc f(R) = [—1, 4o0|. Lapplication T —+ f(z) est bien
définie (deux éléments de la méme classe ont méme image), injective (deux classes

d’'images égales sont égales par définition de ~) et surjective sur [—1, +o0]. Elle est

donc bijective.
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