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Ce chapitre rassemble les structures de lalgebre générale (groupes, anneaux,
polyndmes) et lUoutil central de l'algebre linéaire abstraite : la dualité. Tuy
apprends a reconnaitre une structure, a manipuler ses morphismes, puis a voir un

espace vectoriel a travers ses formes linéaires. Tout se passe sur un corps K

quelconque (Q, R, C ou Z/pZ).

1. Groupes et morphismes

o Groupe

Un groupe est un ensemble G muni d’'une loi interne * associative, possédant un
élément neutre e, et dans lequel chaque élément 2 admet un symétrique z L. Il est

abélien si T * y = y * T pour tous z, ¥.
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0 Morphisme de groupes

Une application f : G — H est un morphisme si f(zy) = f(z)f(y) pour tous
z,y € G.Onnoteker f = {x € G | f(x) = eg} son noyau et Im f son image.

o Propriétés

Un morphisme vérifie f(eq) = eq et f(w_l) = f(:z:)_l. Son noyau est un sous-
groupe de G, son image un sous-groupe de H, et f est injectif si et seulement si

ker f = {eg}.

L'ordre d’un élément z est le plus petit entier k > 1 tel que ¥ = e. Le théoréme de Lagrange

affirme que, dans un groupe fini, lordre d’un sous-groupe divise U'ordre du groupe ; en particulier

n
lordre de chaque élément divise |G|. Dans (Z/nZ,+), \a classe de k est d’ordre —————.
pged(n, k)
12 12
Exemple 1 Dans Z /127, |a classe de 9 a pour ordre — =4:en

pgcd(12,9) T3
effet 9,18,27,36 = 9, 6, 3, 0. Lapplication k — k mod 4 est un morphisme de
Z /127 dans Z/4AZ, de noyau {0, 4, 8}.

2. Groupe symétrique

Le groupe symétrique &,, est lensemble des bijections de {1, cen ,n} dans lui-méme, muni de la

composition ; il a n! éléments et n'est pas commutatif dés quen > 3.

° Décomposition en cycles

Toute permutation s’écrit, de facon unique a Lordre prés, comme produit de cycles a
supports disjoints, et ces cycles commutent. L'ordre de la permutation est le ppcm des
longueurs des cycles. Il existe un uniqgue morphisme non triviale : &,, — {—1, 1}, la

signature : une transposition vaut —1 et un cycle de longueur £ vaut (—1)£_1.
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Le noyau de € est le groupe alterné 2, d’ordre 5

G Exemple 2 Dans G, la permutation o = (1 3 5)(2 4) a pour ordre ppcm(3,2) = 6
et pour signature (—1)% x (—1)! = —1. Sa puissance 0® = (2 4) est une
transposition, car (1 3 5)3 = id.

3. Anneaux et idéaux

o Anneau, idéal

Un anneau (A, ==, ><) est un groupe abélien pour +, muni d’'une multiplication
associative, distributive sur +, avec un élément neutre 1. Un idéal I est un sous-

groupe additif tel que az € I pourtouta € A ettoutx € I.

Le noyau d’'un morphisme d’anneaux est un idéal. Dans Z, les idéaux sont exactement les nZ : on
dit que Z est principal. La classe de k est inversible dans Z/nZ si et seulement si pged(k,n) = 1

; lanneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

o Somme et intersection
aZ + bZ = dZ ol d = pgcd(a, b), et aZ N bZ = mZ ol m = ppcm(a, b). La

premiére égalité est lidentité de Bézout : il existe u, v entiers tels que au + bv = d.
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G Exemple 34Z + 6Z = 2Z car2 =2 x 4 — 1 X 6, et 4Z N 6Z = 127 (points verts
de la figure). Dans Z /157, \a classe de 4 est inversible d'inverse 4 car 16 = 1, alors

que 3 X 5 = 0:3 et b sont des diviseurs de zéro.

4. Polyndmes et arithmétique

L'anneau K[X] se comporte comme Z : il possede une division euclidienne (pour B # 0, il existe
un unique couple (@, R) avec A = BQ + R etdeg R < deg B), tous ses idéaux sont principaux,

et deux polynémes ont un pgcd unitaire unique, obtenu par l'algorithme d’Euclide.

Méthode : pged de deux polynomes

1. Divise A par B pour obtenir le reste Rj.
2. Divise B par R1, puis R1 par Rs, et ainsi de suite.

3. Le dernier reste non nul, rendu unitaire, est le pgcd ; en remontant on obtient une

relation de Bézout AU + BV = pgcd.

Un scalaire a est racine de P si et seulement si (X — a) | P; le reste de la division de P par

X — a vaut P(a). Un polyndme non nul de degré n a au plus n racines dans K.




G Exemple 4 Le polyndme P = (X +2)(X —1)(X —3) = X3 -2X?2-5X +6a
trois racines simples (figure). Le reste de sa division par X — 4 est
P(4) =6 x 3 x1 =18 etpged(P, X2 —1) = X — 1, car —1 n'est pas racine de
P.

5. Déterminants

Pour A = (ai;) € Mnp(K),onposedet A =3 s (o) 171 @o(i);- On retrouve ainsi le réle

de la signature.

o Propriétés

Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne et change de signe quand on
échange deux colonnes. De plus det(AB) = det A det B, det(AA) = A" det A,
det(*A) = det A, et A estinversible si et seulement si det A # 0. Ajouter a une

colonne un multiple d’'une autre ne change pas le déterminant.

Exemple 5 Le déterminant de Vandermonde | a
a? b ¢
Pour (a,b,c) = (1,2,4), on obtient1 X 3 x 2 = 6.

G 1 1 1
b c|=(b—a)(c—a)(c—0D).

6. Formes linéaires et hyperplans

Q Dualité

Le dual de E est E* = L(E, K) : ses éléments sont les formes linéaires sur E. Un

hyperplan de E est le noyau d’'une forme lindaire non nulle.



° Hyperplans

Si dim E = n, un hyperplan est de dimensionn — 1. Si H = ker p eta ¢ H, alors

E = H & Ka. Deux formes non nulles ont le méme noyau si et seulement si elles

sont proportionnelles.

hyperplan H = ker ¢
E=H® Ka

Exemple 6 La forme go(w, Y, z) =3x —y+ 2zsur R3 a pour noyau un plan, de base
(1,3,0) et (0,2,1): 0n vérifie 3 —3 =0et —2 4+ 2 = 0. La forme 6z — 2y + 4z a le

méme noyau, c'est 2¢p.

7. Base duale

° Base duale

Si (e1, - ..,€n) est une base de E, les formes coordonnées e, définies par

e;(e;) = ;. forment une base de E*. Ainsi dim E* = dim F et, pour tout z € E et
toute p € E*, x =) .ef(x)e;etp =) . p(e;) el



Méthode : calculer une base duale

1. Ecris la matrice P dont les colonnes sont les coordonnées des € dans la base

canonique.

2. Calcule P71 : ses lignes sont les formes e} exprimées dans la base duale de la

base canonique.

3. Vérifie 6;(6‘7‘) = (51,_7

3AL
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G Exemple 7 Dans R prenons u; = (3,1) etug = (2,1), soit P = (1 1) e
1

—2
déterminant 1, et P~1 = ( 1 3 ) doncuj(z,y) =z — 2y et

ui(z,y) = —z + 3y. Contréle : uf(3,1) = 1, w}(2,1) = 0, u3(3,1) =0,
ui(2,1) = 1.

0 Zyro Pour te souvenir de la base duale, pense a une régle de coordonnées : chaque

forme €] ne regarde que la i-éme composante du vecteur et ignore tout le reste.

8. Algébre linéaire sur un corps

Tout ce qui précéde (bases, dimension, théoréme du rang, pivot de Gauss, déterminant) reste vrai

sur n'importe quel corps K. Il faut seulement se souvenir que, sur Z/2Z,onal+1=0.Le



théoréme du rang s'écrit dim F = dim ker u + rg u, et le rang d’'une matrice est égal a celui de

sa transposée.

o Interpolation de Lagrange

Si ay,. . ., ay sont des scalaires distincts, les formes d'évaluation ev,, : P +— P(a;)

forment une base du dual de K, [X]. Leur base antéduale est formée des polynémes

X —a;
L; = H#i Faj" ettout P € K,,[X] vérifie P = ), P(a;)L;.

G Exemple 8 Sur le corps Z/2Z, lespace E = (Z/27)? a 4 éléments. Une base est un
couple de vecteurs non nuls distincts : 3 X 2 = 6 bases possibles, autant que de

matrices inversibles 2 X 2, c’est-a-dire que d’éléments de G3.

e Erreur classique Dans un groupe non commutatif, (zy) ™! =y lzletnonz 1y 1;

de méme det(A + B) # det A + det B en général.



A retenir

Un morphisme de groupes est injectif si et seulement si son noyau est trivial ; lordre d'un

élément divise Uordre du groupe fini.

Toute permutation est produit de cycles disjoints : son ordre est le ppcm des longueurs,

sa signature est multiplicative.

Les idéaux de Z et de K[X] sont principaux : somme = pgcd, intersection = ppcm,

Bézout.
a est racine de P si et seulement si (X — a) | P ; le reste modulo X — a est P(a).
det(AB) = det Adet B etdet A # 0 si et seulement si A est inversible.

Un hyperplan est le noyau d’une forme non nulle ; deux équations d’'un méme hyperplan

sont proportionnelles.

La base duale est donnée par les lignes de P~1: elle donne les coordonnées dans la

base et conduit a Lagrange.
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