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J
Corrigés rédigés des exercices du chapitre. Vérifie chaque étape, puis corrige-toi.
° Ordres dans Z/6Z
L'ordre de la classe de k est %%(ﬁ,k) (1 pt)
pgcd(6, k) 6 1 2 3 2 1
ordre 1 6 3 2 3 6

Un élément engendre le groupe si et seulement si son ordre vaut 6 : ce sont 1 et 5. Réponse

: les générateurs sont 1 et 5, et les ordres sont 1,6, 3,2, 3, 6.


https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-maths-spe/
https://planete-maths.eu/fr/livres/livre-exercices-maths-maths-spe/

o Une exponentielle comme morphisme
Pour tous réels z,y, f(z + y) = €373 = e3%e3 = f(z) f(y) : c'est un morphisme.
Noyau:e¥® =1 <= 3z =0 <= z = 0, doncker f = {0} et f estinjective.

In
Surjectivité : poury > 0, ¢ = Ty vérifie f(a:) = y. Ainsi f est bijective : c’est un

isomorphisme de groupes.

° Décomposer une permutation

On suit les images: 1 —+3 — 5 — 1,donclecycle (135);2 — 4 — 2,donc (2 4) ; 6 est
fixe. Ainsio = (1 3 5)(2 4).

Ordre : ppem(3,2) = 6. Signature : (—1)37! x (=1)271 =1 x (=1) = —1. Réponse : &

est d’ordre 6 et de signature —1.

o Somme et intersection d’idéaux de Z
pged(12,18) = 6, donc 12Z + 18Z = 6Z. (1 pt)
ppcm(12,18) = 36, donc 12Z N 18Z = 36Z. (1 pt)
Bézout: 6 =2 x 12 —1 x 18, car 24 — 18 = 6. Réponse : 6Z, 36Z et 6 = 2 X 12 — 18.

o Division euclidienne par X - 2

Ontrouve X3 +2X2%2 —5X +1 = (X — 2)(X? + 4X + 3) + 7. Vérification :
(X—2)(X?+4X +3)=X?+2X2—5X —6et—6+7=1

Le quotient est X2 4+ 4X + 3 et le reste est 7. Comme le reste de la division par X — 2 est
P(2),ona P(2) =848 —10+1 =7, ce qui concorde.



o Déterminant d’ordre 3

Par la regle de Sarrus :

1-1-1+2-4-04+0-3-2—-0-1-0—-2-3:-1-1-4-2=1—-6—-8=—-13.

Comme det A = —13 # 0, la matrice A est inversible.

e Noyau d’une forme linéaire

¢ est linéaire et non nulle (¢(1,0,0) = 2), donc son noyau est un hyperplan, de dimension

2.

Les vecteurs (1,2,0) et (0,3,1) vérifient 2 —2 = 0 et —3 + 3 = 0: ils sont dans ker ¢. Ils
sont non colinéaires, donc forment une famille libre de deux éléments dans un espace de

dimension 2 : c’est une base.

° Non commutativité de S3

(12)0(23):1 15222333321 cest(123) (23)o0(12):
152—-533—233—22—1—1cest(l32).Lesrésultats different: S3 n'est pas
abélien. (1 pt)

Ordres : Uidentité 1 ; les trois transpositions 2 ; les deux 3-cycles 3. (1 pt)

Sous-groupes : {id}, trois d’ordre 2 (une transposition chacun), un d'ordre 3 (U3) et &3, soit

6 sous-groupes (aucun d'ordre 4 ou 5 par Lagrange). (1 pt)

o Puissances d’une permutation
Ordre : ppcm(4, 3) = 12. Signature : (—1)3 x (—1)2 = —1.

100 = 8 x 12+ 4, donco'® = 0% = (12 3 4)4(5 6 7)* (les cycles commutent). Or
(1234)*=idet(567)* = (56 7). Réponse: '% = (56 7).



) unideal de polynsmes

0€I.SiP,Qel,(P—Q)(1)=0,doncP —Q € I:cestun sous-groupe additif. Si
PecIetRecR[X] (RP)(1) = R(1)P(1) =0,donc RP € I:cestunidéal. (1 pt)

Si P € I, alors 1 estracine de P,donc (X — 1) | P: P = (X — 1)@Q. Réciproquement tout
multiple de X — 1 s'annule en 1. Donc I = (X — 1)R[X]. (1 pt)

0 pgcd et relation de Bézout

A=(X-1)B+(1-X2),car(X—1)B= X%+ X2 — 2t
A—(Xt+X2-2)=1-X2
B=(X+1)X?2-1)+BX+3),car(X+1D(X?-1)=X3+X2-X—1let
B—(..)=3X+3.

X-1
X2-1=(X-1)(X+1)= T(3X + 3) : le reste est nul. Le dernier reste non nul

est 3X + 3, donc pged(4, B) = X + 1.

e UnVandermonde

Vandermonde avec (a,b,¢) = (1,2,3):(2—-1)(3—-1)(3—-2) =1x2x1=2. (1pt)
1 00

Opérations : O <~ Cy — C1,C3 <~ C3 — Cidonnent|1 1 2| =1x (8—6)=2.Les
1 3 8

deux méthodes concordent : le déterminant vaut 2. (1 pt)



e Base duale dans le plan

P= (i 1),detP= 1,Pl= (_11 _21) Doncuj(z,y) = — yet
uy(z,y) = —x + 2y. Vérification : u}(2,1) = 1,u3(1,1) = 0,v3(2,1) = 0,u3(1,1) = 1.
(1pt)

Coordonnées de w: uj(7,4) = 3etu3(7,4) = -7+ 8 = 1. Donc

w=3u;+ug = (6+1,3+1)=(7,4). (1pt)

° Méme noyau, formes proportionnelles
¥ = —2¢p,doncp(v) =0 <= ¢(v) = 0: méme noyau.

Le vecteur (0,3,1) vérifiep = —3+3 =0maisxy = —3+4=17#0:ilestdansker

sans étre dans ker x. Les noyaux différent (et ¢, x ne sont pas proportionnelles).

e Groupe d’exposant 2

2 1

Pour tout z, z“ = e donne ™" = z. Soient &, y € G. Alors 2y est lui aussi son propre

inverse : zy = (zy) ! = y 1z 7! = yz. Donc G est abélien. (2 pts)

Exemple : (Z/2Z)* = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}, ol tout élément ajouté a lui-méme
donne (0, 0). (1 pt)

G Morphismes de Z/12Z dans Z/18Z

Un morphisme f est déterminé par a = f(1), et lon doit avoir 12a = f(12) = 0 dans
Z/18Z. Réciproquement, tout a tel que 12a = 0 (mod 18) définit un morphisme. (1 pt)

12a =0 (mod 18) <= 2a =0 (mod 3) <= a =0 (mod 3):
a €0,3,6,9,12,15}. (1 pt)

Ily a donc 6 morphismes, k — ak, ce qui est pged(12, 18). (1 pt)



a Permutations d’ordre 6 dans S5

L'ordre est le ppcm des longueurs des cycles, dont la somme vaut b au plus. Pour obtenir 6,
il faut un cycle de longueur 3 et un cycle de longueur 2 (un cycle de longueur 6 est

impossible). (1 pt)

On choisit le support du 3-cycle : (g) = 10 facons;ily a 2 3-cycles par support; la

transposition est alors imposée (les deux éléments restants). Total : 10 x 2 = 20. (1 pt)

Signature : (+1) x (—=1) = —1 pour chacune. (1 pt)

° Inversibles et équation dans Z/20Z

(a) k est inversible si et seulement si pged(k,20) =1:1,3,7,9,11,13,17,19, soit 8

éléments. (1 pt)

b)7x3=21=1donc7!=3etzx =3 x3=09. Vérification :
7TxXx9=63=60+3=3. (1pt)

()4 x5=20=0alors que 4 # 0 et b # 0: ce sont des diviseurs de zéro. (1 pt)

c Reste modulo un produit

Leresteaundegréauplusl: R=aX + b, et P = (X — 1)(X 4 2)Q + R. On évalue en

1 et —2, racines du diviseur. (1 pt)

P(1)=1—-3+2=0donca+b=0;P(—2) = —32 — 124 2 = —42 donc
—2a4b=—42. (1pt)

En soustrayant: —3a = —42,a = 14, b = —14. Réponse : R = 14X — 14. (1 pt)



@ Dualité et formule de Simpson
(X—l)(X—2),L

(a) Les polyndmes de Lagrange donnent Lg = 5 1= —-X(X-2),
X(X-1) e
Ly, = ——on vérifie L;(j) = di;. (1 pt)
- 2 1 .o X3 9 2 4
(b) Les coefficients de ® sont ®(L;) : [, Lo = 3 Jo L= —3 +X°| = 3
0

JPLy = % (1 pt)
P(0) + 4P(1) + P(2)

1 1

Donc ® = —evg + gev1 + —evs, C'est-a-dire f02 P = 3 . Test avec
8 0+4+4

P=X2:§=%.(lpt)

Q Déterminant et rang avec paramétre
Développement selon la premiere ligne :
det Aim)=1(m—-1)—1(1—-m)+m (1l —m?)=2(m—1) —m(m —1)(m+ 1).
On factorise : (m — 1)(2 — m? —m) = —(m — 1)(m — 1)(m + 2). Donc
det A(m) = —(m — 1)2(m + 2). (1 pt)
Sim # 1etm # —2, le déterminant est non nul : rang 3. (1 pt)

Sim = 1, les trois lignes sont égales : rang 1. Sim = —2, les lignes (1,1, —2) et

(1,—2,1) sont non proportionnelles, donc rang 2 (le déterminant est nul). (1 pt)
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Zyro vous emmene sur nos sites partenaires -

Embarquez pour d'autres planetes du savoir et leurs applis.
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